Phương pháp tính – GS Tạ Văn Đỉnh


CHƯƠNG IV. NỘI SUY VÀ PHƯƠNG PHÁP BÌNH PHƯƠNG BÉ NHẤT
§4.1. NỘI SUY ĐA THỨC: ĐA THỨC LAGRANGIƠ VÀ ĐA THỨC NIUTƠN
1.
Vấn đề nội suy

Trong thực tế nhiều khi phải phục hồi một hàm số f(x) tại mọi giá trị của x trên đoạn 
[image: image1.wmf]axb
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 mà chỉ biết một số hữu hạn giá trị của hàm số tại một số hữu hạn các điểm rời rạc của đoạn đó. Các giá trị đó được cung cấp qua thực nghiệm hay tính toán. Vậy nảy sinh một số vấn đề toán học:

Trên đoạn 
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 cho một lưới các điểm chia (điểm nút) xi, i = 0, 1, 2,..., n:
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và tại các nút xi cho giá trị của hàm số y = f(x) là 
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, i = 1, 2,...,n viết thành bảng 4-1:

	
	
	
	
	
	
	Bảng 4-1

	x
	x0
	x1
	x2
	...
	xn-1
	xn

	y
	y0
	y1
	y2
	...
	yn-1
	yn



Hãy xây dựng một đa thức bậc n:
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Sao cho 
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 trùng với f(x) tại các nút 
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 nghĩa là:
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, i = 0, 1, 2,..., n











(4.1)

Đa thức pn(x) gọi là đa thức nội suy của hàm f(x). Ta chọn đa thức để nội suy hàm f(x) vì đa thức là loại đơn giản, luôn có đạo hàm và nguyên hàm, việc tính giá trị cũng đơn giản. Ta có:


[image: image9.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

n012n

px...axaxa...xa

=+++



Do đó có sơ đồ Hoocne tính giá trị pn(c):
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2.
Sự duy nhất của đa thức nội suy

Định lí 4.1. Đa thức nội suy pn(x) của hàm số f(x) định nghĩa ở trên nếu có thì chỉ có một mà thôi.

Chứng minh. Giả sử có hai đa thức pn(x) và qn(x) cùng nội suy một hàm số f(x). Lúc đó:

pn(xi) = yi,

qn(xi) = yi

Vậy hiệu pn(x) – qn(x) là một đa thức có bậc 
[image: image11.wmf]n
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 lại triệt tiêu tại n + 1 giá trị khác nhau xi, i = 0, 1, 2,..., n (vì pn(xi) – qn(xi) = yi – yi = 0).

Do đó pn(x) – qn(x) phải đồng nhất không, nghĩa là 
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Đa thức nội suy có thể xây dựng nhiều cách, nhưng vì nó có tính chất duy nhất, nên tất cả các dạng của nó đều có thể quy về nhau được.

3.
Đa thức nội suy Lagrangiơ (Lagrange)

Sau đây ta xây dựng đa thức nội suy theo kiểu Lagrangiơ.

Gọi 
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Rõ ràng 
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 là một đa thức bậc n và:
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(4.3)


Ta gọi nó là đa thức Lagrangiơ cơ bản.


Bây giờ xét biểu thức
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(4.4)

Ta thấy pn(x) vừa là một đa thức bậc n (vì các li(x) đều là đa thức bậc n vừa thoả mãn (4.1):


[image: image18.wmf](

)

njj

pxy

=



(vì các li(x) thoả mãn (4.3)). Vậy pn(x) xác định theo (4.4) là một đa thức nội suy. Ta gọi là là đa thức nội suy Lagrangiơ.

4.
Nội suy bậc nhất (hay nội suy tuyến tính)


Với n = 1 ta có bảng
	
	
	Bảng 4-2

	x
	x0
	x1

	y
	y0
	y1



Đa thức nội suy (4.4) sẽ là:
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(4.5)
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Do đó:
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Đa thức p1(x) là bậc nhất đối với x có dạng: Ax + B.

5.
Nội suy bậc hai

Với n = 2 ta có bảng
	
	
	
	Bảng 4-3

	x
	x0
	x1
	x2

	y
	y0
	y1
	y2



Đa thức nội suy (4.4) sẽ là
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(4.6)
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Đa thức p2(x) là một đa thức bậc 2 đối với x có dạng 
[image: image27.wmf]2
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6.
Thí dụ

Cho bảng số:

	
	
	
	
	Hình 4-4

	x
	1
	2
	3
	4

	y
	17
	27,5
	76
	210,5



Hãy lập đa thức nội suy tương ứng.

Giải. Ở đây n = 3 nên đa thức nội suy là một đa thức bậc 3. Theo (4.4) ta có
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7.
Sai số nội suy và vấn đề chọn nút nội suy

Định lí 4.2. Nếu hàm f(x) liên tục trên [a, b] và có trong (a, b) đạo hàm liên tục cấp n + 1 thì sai số nội suy 
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(4.7)
trong đó:
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(4.8)

Định lí này có nghĩa là nếu tại một giá trị xác định 
[image: image32.wmf][
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 ta thay f(x) bởi pn(x) đơn giản thì ta phạm một sai số tính bằng (4.7).


Giải thích. Như vậy sai số nội suy rn(x) phụ thuộc đa thức 
[image: image33.wmf](
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 tức là phụ thuộc sự phân bố của các nút xi trên 
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. Trong trường hợp các nút cách đều (hình 4-1 với n = 4) ta thấy 
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, nhỏ khi x ở khoảng giữa của x0, xn lớn dần khi x ra gần hai mút và càng lớn khi x vọt ra ngoài khoảng đó.

Hình 4-1

Ta tự hỏi có thể chọn các nút xi không cách đều sao cho 
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 “bé nhất” được không ? Câu trả lời là khẳng định, cụ thể là với a = -1, b = 1 thì các nút “tối ưu” đó là:
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(4.9)

Đó là các nghiệm của đa thức Trêbưsép.
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Lúc đó ta có 
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)

(

)

n1

xTx

+

p=

 và 
[image: image40.wmf](

)

(

)

n1

n

1

xTx

2

+

p=£



Các nút (4.9) thưa ở khoảng giữa đoạn [-1, 1] và mau dần ở gần hai mút -1, 1 (hình 4-2)
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Hình 4-2

Khi 
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 hoặc 
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 ta dùng phép biến đổi
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để đưa khoảng 
[image: image45.wmf]axb
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 về khoảng 
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 rồi chọn các nút ti theo (4.9).

8.
Đa thức Niutơn

Bây giờ ta xét một cách khác để xây dựng đa thức nội suy: cách của Niutơn. Trước hết ta đưa vào khái niệm tỉ hiệu.

Giả sử hàm y = y(x) có giá trị là bảng 4-1 ở mục 1. Tỉ hiệu cấp 1 của y tại xi, xj là:
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Tỉ hiệu cấp hai của y tại xi, xj, xk là:
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v.v...


Chú ý rằng, theo định nghĩa, các tỉ hiệu có tính đối xứng:
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Với y(x) = Pn(x) là một đa thức bậc n thì tỉ hiệu cấp một tại x, x0 là:
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là một đa thức bậc n – 1, tỉ hiệu cấp hai tại x, x0, x1 là:
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là một đa thức bậc n – 2,... và tới tỉ hiệu cấp n + 1 thì:
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Từ định nghĩa của các tỉ hiệu ta suy ra:
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Vì 
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, nên từ đó ta có
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Nếu Pn(x) = pn(x) là đa thức nội suy của hàm y = f(x) thì:
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Do đó các tỉ hiệu từ cấp một đến cấp n của Pn và của y ở (4.10) là trùng nhau. Vì vậy thay cho (4.10) ta có:
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Đa thức này gọi là đa thức Niutơn tiến xuất phát từ nút xn của hàm y = f(x).

Đa thức sau đây là đa thức Niutơn lùi xuất phát từ nút xn của hàm y = f(x):
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Chú thích. Đa thức Niutơn (4.11) trùng với đa thức Lagrangiơ (4.4), nhưng cách bố trí khác. Theo cách của Niutơn khi thêm một nút xn+1 vào lưới nội suy ta chỉ phải thêm vào pn(x) một số hạng
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mà không phải xây dựng lại tất cả các đa thức cơ sở như cách làm của Lagrangiơ.

9.
Trường hợp các nút cách đều

Giả sử các nút xi cách đều
xi = x0 + ih, i = 0, 1,..., n

khi đó h gọi là bước nội suy.


a)
Trước hết ta đưa khái niệm sai phân tiến:

Sai phân tiến cấp một tại i:
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Sai phân tiến cấp hai tại i:
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Sai phân tiến cấp n tại i là:
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Khi đó ta có:
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Bây giờ đặt x = x0 + ht trong đa thức Niutơn tiến (4.11) ta được:
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(4.13)
gọi là đa thức Niutơn tiến xuất phát từ x0 trong trường hợp nút cách đều.


Với n = 1 ta có:
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Với n = 2 ta có:
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(4.15)

b)
Một cách tương tự, với khái niệm sai phân lùi tại i:
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ta có đa thức nội suy Niutơn lùi xuất phát từ xn trong trường hợp nút cách đều:
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(4.16)
10.
Thí dụ

Cho một số giá trị của hàm số sinx:
	
	
	
	
	Bảng 4-5

	x
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4

	y
	0,09983
	0,19867
	0,29552
	0,38942



Hãy tính gần đúng sin(0,14) và sin(0,46)

Giải. Dựa vào các giá trị đã cho của sinx, ta thay hàm sinx bằng một đa thức nội suy. Vì các nút xi ở đây cách đều với h = 0,1, nên ta sẽ áp dụng đa thức Niutơn. Trước hết ta lập bảng các sai phân:
	
	
	
	
	
	Bảng 4-6

	i
	x
	sinx
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	0,2
	0,19867
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a)
Tính: sin(0,14). Vì 0,1 < 0,14 < 0,2 nên ta dùng công thức Niutơn tiến (4.13) xuất phát từ 
[image: image83.wmf]0
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=

 với h = 0,1 dựa vào các sai phân tiến đi xuống ở bảng 4-6 (gạch dưới một gạch):
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Ứng với x = 0,14 ta có 0,14 = 0,1 + 0,1t, ta suy ra t = 0,4. Thay t = 0,4 vào vế phải ở trên ta tính được:
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Sai số tính theo công thức (4.7). Ở đây n = 3, ta có:
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Vậy (4.7) cho:
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Ta thấy rằng số 0,13954336 có nhiều chữ số đáng nghi, ta quy tròn nó đến 5 chữ số lẻ thập phân:
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b)
Tính: sin(0,46). Vì 0,46 > 0,4 và ở gần 0,4 nên ta dùng đa thức Niutơn lùi (4.16) xuất phát từ 
[image: image89.wmf]3
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 dựa vào các sai phân lùi đi lên (gạch dưới hai gạch ở bảng 4-6):
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Ứng với x = 0,46 ta có 0,46 = 0,4 + 0,1t ta suy ra t = 0,6. Thay t = 0,6 vào vế phải ở trên ta tính được:
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Sai số tính theo công thức (4.7) như ở trên:
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Ta quy tròn số 0,4439446 đến 5 chữ số lẻ thập phân:
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Chú thích: Ta nhận thấy rằng sai số khi tính sin(0,46) gấp 5 lần sai số khi tính sin(0,14). Lí do là 0,14 ở ngoài khoảng (0,1; 0,4) còn 0,14 ở trong khoảng đó, cho nên khi tính sin(0,46) ta phải “ngoại suy” còn khi tính sin(0,14) ta chỉ “nội suy”. Ta có thể lại mục 7, hình  4-1 thấy rằng sai số ngoại suy (tuyệt đối) lớn vọt rất nhanh.

§4.2. PHƯƠNG PHÁP BÌNH PHƯƠNG BÉ NHẤT
1.
Mở đầu

Giả sử có hai đại lượng (vật lí, hoá học, kĩ thuật,...) x và y có liên hệ phụ thuộc nhau theo một dạng đã biết như:
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nhưng chưa biết các giá trị cụ thể của các tham số a, b, c. Muốn xác định chúng người ta tìm cách có được - bằng thí nghiệm, đo đạc v.v..., một số cặp giá trị tương ứng 
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	Bảng 4-7

	x
	x1
	x2
	...
	xn

	y
	y1
	y2
	...
	yn


rồi áp dụng phương pháp bình phương bé nhất (sẽ trình bày rõ ở dưới) để xác định các tham số.
2.
Trường hợp y = a + bx

Giả sử y phụ thuộc x dạng y = a + bx khi đó

[image: image96.wmf]iii
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là các sai số tại xi, do đó:
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(4.17)
là tổng các bình phương của các sai số, S phụ thuộc a và b, còn xi, yi đã biết.


Mục đích của phương pháp bình phương bé nhất là xác định a và b sao cho S bé nhất. Như vậy a và b là nghiệm của hệ phương trình
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(4.18)
tức là:
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(4.19)


Từ bảng 4-7 ta tính ra các tổng 
[image: image101.wmf]2
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, thay vào hệ (4.19) rồi giải hệ đó ta có được a và b.


Hệ (4.19) gọi là hệ chính tắc của phương pháp bình phương bé nhất áp dụng vào dạng y = a + bx.

3.
Thí dụ

Cho biết sự phụ thuộc giữa hai đại lượng x và y có dạng y = a + bx và cho bảng số liệu:
	
	
	
	
	
	Bảng 4-8

	x
	-1,1
	2,1
	3,2
	4,4
	5,2

	y
	0,78
	7,3
	9,2
	11,9
	13,3



Hãy xác định a và b bằng phương pháp bình phương bé nhất.

Giải. Trước hết ta lập bảng số:

	
	
	
	
	Bảng 4-9

	
	xi
	yi
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	-1,1
	0,78
	1,21
	-0,858

	
	2,1
	7,3
	4,41
	15,33

	n = 5
	3,2
	9,2
	10,24
	29,44

	
	4,4
	11,9
	19,36
	52,36

	
	5,2
	13,3
	27,04
	69,16
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	13,8
	42,48
	62,26
	165,432



Sau đó hệ phương trình (4.19) viết:
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Giải hệ này ta được:


[image: image105.wmf]a2,99390363;b1,99351311
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Vậy có quan hệ:

y = 3 + 2x















(4.20)


Bây giờ ta thử tính các giá trị mới của y tại các xi theo (4.20) và so sánh chúng với các giá trị yi đã cho bởi bảng 4-8 (xem bảng 4-10)

	
	
	
	
	
	Bảng 4-10

	x
	-1,1
	2,1
	3,2
	4,4
	5,2

	y cũ
	0,78
	7,3
	9,2
	11,9
	13,3

	y mới
	0,8
	7,2
	9,4
	11,8
	13,4



Như vậy quan hệ (4.20) xấp xỉ khá tốt bảng số liệu 4-8.
4.
Các dạng quan hệ khác

Các dạng phụ thuộc 2, 3 nêu ở mục 1 là những quan hệ tuyến tính đối với các tham số a, b, c nên cũng có thể giải quyết một cách tương tự. Chẳng hạn, nếu:
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thì a, b, c là nghiệm của hệ chính tắc:
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Trường hợp quan hệ giữa x và y có dạng 4 hay 5 ta phải biến đổi đôi chút vì đó là những quan hệ phi tuyến tính đối với các tham số a và b.


Giả sử:
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Lấy lôgarit thập phân hai vế ta được:

lgy = lga + bxlge


Đặt: lgy = Y, lga = A, blge = B, x = X

ta có quan hệ:

Y = A + BX


Đây là quan hệ có dạng y = a + bx.


Từ bảng số liệu về x, y ta suy ra bảng số liệu về X, Y với chú ý:

X = x,
Y = logy


Sau đó áp dụng cách làm ở mục 2 ta thu được A, B rồi từ đó suy ra a và b. Bây giờ giả sử:


[image: image109.wmf]b
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Lây lôgarit hai vế ta được:

logy = loga + blogx

Đặt: logy = Y, loga = A, b = B, logx = X

ta có quan hệ:

Y = A + BX


Đó là quan hệ dạng
y = a + bx


Ta lại làm như ở mục 2.

5.
Sơ đồ tóm tắt phương pháp bình phương bé nhất

Ở đây chỉ trình bày hai trường hợp: Khi biết giữa x và y có liên hệ: y = a + bx và khi cho biết quan hệ giữa x và y có liên hệ 
[image: image110.wmf]bx
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. Các trường hợp khác bạn đọc tự làm.

a)
Trường hợp cho biết giữa x và y có liên hệ y = a + bx và bảng số:
	x
	x1
	x2
	...
	xn

	y
	y1
	y2
	...
	yn



Sơ đồ tóm tắt của phương pháp như sau:

1)
Tính các tổng:
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2)
Giải hệ chính tắc:
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để tìm ra a và b.


3)
Kết luận:

y = a + bx

với a, b tính ra cụ thể ở 2).


a)
Trường hợp cho biết giữa x và y có liên hệ:

[image: image113.wmf]bx
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và bảng số trên.


Sơ đồ tóm tắt của phương pháp như sau:


1)
Lấy lôgarit hai vế của 
[image: image114.wmf]bx
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logy = loga + xbloge


Đặt
Y = logy, X = x
A = loga, B = bloge

ta đến liên hệ giữa X và Y

Y = A + BX


2)
Chuyển bảng số giữa x và y thành bảng số giữa X và Y
	X
	X1 = x1
	X2 = x2
	...
	Xn = xn

	Y
	Y1 = logy1
	Y2 = logy2
	...
	Yn = logyn



3)
Tính các tổng:
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4)
Giải hệ chính tắc:
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2

iiii

nABXY

AXBXXY

+=

+=

åå

ååå


để tìm ra A và B.

5)
Tính:

[image: image117.wmf]A
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6)
Kết luận:


[image: image118.wmf]bx
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với a và b tính ra cụ thể ở 5).

BÀI TẬP
1.
Cho hàm số 
[image: image119.wmf]x

y2

=

 với các giá trị tại x = 3,50; 3,55; 3,60; 3,65; 3,70 tuần tự là 33,115; 34,813; 36,598; 38,475; 40,477. Hãy lập đa thức nội suy Niutơn tiến xuất phát từ nút 3,50.

2.
Tích phân xác suất:


[image: image120.wmf](
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không tính được bằng nguyên hàm. Người ta đã tính gần đúng nó tại x = 1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2,0 được các giá trị xấp xỉ tuần tự là 0,8427; 0,8802; 0,9103; 0,9340; 0,9523; 0,9661; 0,9763; 0,9838; 0,9891; 0,9928; 0,9953.


Hãy tính 
[image: image121.wmf](
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3.
Cho hàm số 
[image: image122.wmf]x

ye

=

 tại x = 0,65  (0,1)  1,15 tuần tự là 1,91554; 2,11700; 2,33965; 2,58571; 2,85765; 3,15819. Hãy tính ln2.
4.
Biết rằng đại lượng y là một tam thức bậc hai của x và tại x = 0,78; 1,56; 2,34; 3,12; 3,81 các giá trị của y tuần tự là 2,5; 1,20; 1,12; 2,25; 4,28. Hãy lập công thức y biểu diễn qua x.
Trả lời
1.
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2.
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3.
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»

.

4.
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